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The questions of construction of decentralized systems of optimum control of complex 
technological systems, in particular, applicability to problems of control of decomposition 
methods are considered. The separability feature of the problems specified is formalized 
and substantiated. The generalized procedure of their decomposition is developed. 
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Эффективный подход к решению задач оптимального управле-
ния объектами класса сложных технологических систем (СТС) зак-
лючается в применении методов декомпозиции, реализуемых в де-
централизованных системах управления с иерархической структу-
рой. К данному классу отнесены объекты масштаба завершенных 
производств, группы производств и производственных объединений. 
Их отличительной особенностью является то, что применение в них 
обычных методов автоматического управления часто оказывается 
неэффективным, либо труднореализуемым. В качестве альтернатив-
ного направления в настоящее время активно развиваются методы 
декомпозиции, реализуемые в децентрализованных системах управ-
ления с иерархической структурной организацией. Идеи децентра-
лизованного управления достаточно распространены. Однако пол-
ной теоретической проработки в части формальных обоснований еще 
не получено. Это касается, в частности, требований, которым должна 
удовлетворять задача управления СТС, для того чтобы к ее решению 
можно было применить декомпозиционный подход. В основе мето-
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дов декомпозиции лежит сведение задачи управления СТС к сово-
купности локальных задач управления подсистемами, выделяемыми 
в составе СТС, и глобальной задаче координации [1]. 

В работе описаны возможности, связанные с обоснованием ус-
ловий применимости и реализацией подобных методов. Рассмот-
рим обобщенную задачу оптимального управления СТС, которую сфор-
мулируем в виде задачи математического программирования 

F(x)-± max 

хаХ 

X = {x:g(x) = 0;h(x)>Q} , (1) 

где х - вектор независимых переменных размерности 
X - множество в R", 
F(x) - скалярная функция; 
g(x) - векторнозначная функция размерности т;, 
h(x) - векторнозначная размерности t. 
Функции F(x), g(.х), h(x) - являются непрерывными. 
Введем в рассмотрение р-мерный вектор параметров s, множе-

ство Scz Rp, скалярную функцию f(x,s) , m-мерную функцию g(x,s) 
и f-мерную функцию h(x,s) , определенные на декартовом произве-
дении XxS. 

Сформулируем далее задачу вида: 

f(x,s) —> max 

x.seM 

М = {x,s :g(x,s) = 0;h(x,s)>0\ (2) 

M =XxS. 
Предположим, что данная задача обладает таким свойством, что 

если пара JC*, 5* - есть решение задачи (2), то х* - решение задачи (1), 
причем f (х\ s')=f(x'). 

В этом случае для решения задачи (2) можно применить двух-
уровневую схему, с приведением к эквивалентной задаче коорди-
нации: 

€ F(s) —» max 
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и локальной задаче: 
£ 

f(x,s )—> max J x 

g(x?s) = О И) 

h(xfs) > О 

€ x,s eXxS » 
f 

где £ - некоторое подмножество 5; 
- значение переменной s, учитываемое в локальной задаче как 

заданная константа; 

~ оптимальное значение целевой функции локальной за-

дачи, обусловленное текущим значением s в задаче координации. 
Рассмотренную двухуровневую схему можно охарактеризовать 

как параметрическую декомпозицию. При этом переменную х - счи-
тать локальной, а переменную s - глобальной, или параметром коор-
динации. 

Если в задаче (2) переменные х и s, а также условия, учитывае-
мые в ограничениях, имеют блочную структуру, локальная задача 
(4) может быть разделена на несколько автономных подзадач мень-
шей размерности, согласуемых решением глобальной задачи коор-
динации. 

Определим теперь, при каких условиях может быть реализова-
на приведенная выше двухуровневая схема решения задачи (1), све-
денной к задачам (3) ~(4). 

Предположим, что существует однозначное непрерывное отобра-

жение 1(х) некоторого множества X ^Хна множество S. Обозначим 

через X (s) - множество допустимых решений локальной задачи (4). 

X (s) czX={x:xs X; g(xfs j = 0; h(x
€

s ) > 0 } . (5) 

Предположим далее, что выполняются следующие условия: 
1 • f(x,l(x)) = f(xJ,VxeX 
2. ЛГ (s)*0, Vs е S и, если х е X (s), то f(x,s) <f(x)\ 
3. Если x, е X,l(xx) = s, , то существует xeX(s) такое, что 

f(x,sx)>f(x,). 
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Приведенные условия заключаются в следующем: 
1. На множествеXсуществует подмножество X, элементы кото-

рого о д н о з н а ч н о пересчитываются в значение параметра 

координации s. При этом для любого значения х & X значение це-
левой функции модифицированной задачи (2) совпадает со значе-
нием целевой функции исходной задачи (1). Такое совпадение воз-
можно в том случае, когда параметр координации 5 связан с незави-
симой переменной х взаимнооднозначной функциональной зависи-
мостью. Как, например, выходная переменная объекта управления, 
или какого-либо его элемента, связанная с входной переменной в 
уравнении математической модели. В этом случае целевая функция 
задачи управления может учитывать данную переменную в явном виде, 
либо через зависимость отх. Вычисленные значения целевой функ-
ции по любому из этих выражений будут одинаковыми. 

2. Для любого значения координирующей переменной s на сво-
ем множестве S множество допустимых решений локальной задачи 
(4) не пусто, т. е. локальная задача имеет решение. При этом для 
допустимых значений переменной х все возможные значения целе-
вой функции модифицированной задачи (2) не превышают значения 
целевой функции исходной задачи (1). 

3. Для любого значения координирующей переменной st, удов-
летворяющего математической модели и учитываемой в задаче (3), 
существует допустимое значение х, которое доставляет целевой фун-
кции модифицированной задачи (2) значение не хуже, чем значение 
целевой функции исходной задачи (1). 

Вместе взятые эти условия означают, что целевая функция мо-
дифицированной задачи (2) на допустимых значениях своих пере-
менных может приближаться как угодно близко к целевой функции 
исходной задачи. Причем такое приближение будет обусловлено уве-
личением значений обеих целевых функций. А в точке оптимума обе 
целевые функции совпадут. 

Отсюда можно утверждать: 
Теорема. Если s* - решение задачи координации (3), то х", (s') -

есть решение исходной задачи (1). Если х* - решение исходной за-
дачи (1), то !(х") - решение задачи координации (3), причем f(x') = 
= ?(*)• 

Таким образом, решение исходной задачи (1) может быть полу-
чено в результате совместного решения задачи координации (3) и 
локальной задачи (4). Достижение искомого оптимума предполагает 
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поочередное изменение переменных в данных задачах. При этом обе 
задачи решаются с использованием итерационных процедур после-
довательного улучшения текущих решений, т. е. поисковых процедур 
оптимизации. 

Описанным свойствам, очевидно, удовлетворяют задачи, кото-
рые естественным образом распадаются на отдельные подзадачи 
или приводимые эквивалентно к подобным задачам. Такие задачи 
принято называть сепарабельными [2]. Свойством сепарабельнос-
ти обладают, в частности, задачи с аддитивной целевой функцией и 
блочной структурой переменных, уравнений математической модели 
и ограничений. К примеру, задачи линейного программирования с 
блочно-диагональной структурой матрицы коэффициентов при пе-
ременных в ограничениях. Для нелинейных задач сепарабельность 
в каждом конкретном случае устанавливается и, при наличии возмож-
ности, обеспечивается индивидуально, что требует проведения опре-
деленных исследований. 

Задача управления СТС, удовлетворяющая свойству сепарабель-
ности, может быть получена путем преобразования задачи (1) на ос-
нове разбиения СТС на совокупность взаимосвязанных подсистем, 
каждая из которых характеризуется собственной целевой функцией, 
математической моделью и ограничениями на допустимые режимы 
функционирования. Такая задача, которая в общем случае является 
нелинейной, может быть сформулирована в виде [3]: 

N 

Y,fi(xi>ui) -» max , = 1 х.и 

g. (xf и) =0, i = 1, 2, ..., N 
h,{xfu) =0, i = 1,2, ..., N (6) 

N 
xi = ИС<,У, i = 1, 2, ..., N , 

7=1 

где N - число подсистем, выделенных в составе СТС; 
f r i=l,2,..., N- локальные целевые функции подсистем; 
х? ирУГ векторы входов, управлений и выходов г'-х подсистем 

соответствен но; 
gj - математическая модель г-й подсистемы в виде векторно-

значной функции; 
й- векторнозначная функция в ограничениях на переменные со-

стояния / -й подсистемы; 
с - матрицы связи компонентов векторов х. с компонентами 

векторов у.. 
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Матрица связи c;jимеет размерность тхп, где тип - размерно-
сти векторов х. и у соответственно. Компоненты данной матрицы 
имеют значение 1 - при наличии связи и значение 0 - при отсут-
ствии связи. 

Согласно приведенным выше положениям декомпозиция сепа-
рабельной задачи управления СТС означает разделение множе-
ства ее переменных на отдельные подмножества. Такое разделение 
в общем случае реализуется в два этапа. 

На первом этапе множество переменных исходной задачи под-
разделяется на два подмножества - множество переменных локаль-
ных задач управления и множество переменных координации. При 
этом предполагается, что переменные этих подмножеств изменяют-
ся поочередно - вначале на множестве переменных координации, 
затем на множестве переменных локальных задач. Указанные изме-
нения являются взаимообусловленными, т. е. изменение переменных 
координации влечет изменение переменных локальных задач и соот-
ветственно обратно. 

На втором этапе осуществляется разделение множества локаль-
ных переменных на подмножества для отдельных локальных задач. 
Обычно это означает представление исходного множества в виде 
декартового произведения отдельных подмножеств для переменных 
локальных задач. 

Обозначим множество переменных задачи управления СТК (6) 
через М, полагая, что оно представляет объединение множеств X, U, У 

М = X k j U U Y , (7) 
где U - множество допустимых управлений; 

У- множество допустимых значений выходов. 
Тогда первый этап разделения означает разбиение множества 

М на подмножества переменных координации К и множество пере-
менных локальных задач Л: 

К cz М;К = XvjU иУ (8) 

X czX,U czU.Y czY (9) 
€ € € 

Л аМ;Л =X<jU^>Y (10) 
€ € € 
X czX;U <zU;Y czY , П1) 

где X , U , Y ~ множества переменных исходной задачи, которые ис-
пользуются для координации; 

110 



XvjU^jY' м н о ж е с т в а п е р е м е н н ы х л о к а л ь н ы х з а д а ч . 

На втором этапе осуществляется разбиение множества Л на 
совокупность подмножеств отдельных локальных задач JIf i=l,2, ...,N. 

JJ = JIjXJI2X ... x/IN (12) 

JI i cz JI;JIi = Xj \jUt uYjj = \,2,...,N <13) 

€ € € € 
Xi^X.UiC.UJtC.YJ^XZ N , (14) 

€ € € 
где Xi.Uj.Yj.i = 1,2,..., N ~ подмножества переменных i-ой локальной 

задачи. 
Взаимообусловленность указанных множеств выражается в том, 

что переменные координации из множества К отображаются на мно-
жество Л в подмножества Л? i=l,2,...,N, т. е. имеют место отображе-
ния: 

R. K ->Л;Л Л,,i = 1,2,...,N , (15) 
а также 

Л = Я(К)=>Л1 =Rl(K),i = 1,2,..., N. (16) 

Это означает, что переменные локальных задач являются функ-
циями переменных координации. Имеет место также обратное ото-
бражение 

S : Л, Л,1 = \,2,...,N : Л К } (17) 
то есть 

S: Л, = (18) 

Отсюда переменные координации - есть функции от перемен-
ных локальных задач. 

Декомпозиция задачи управления СТС по данной схеме может 
трактоваться как параметрическая или пространственная. Имеется 
в виду, что она предполагает разделение пространств координат со-
стояний СТС на подпространства, а также разбиение СТС на подсис-
темы, с их рассосредоточением в физическом пространстве. 

Подобные методы декомпозиции наиболее отработаны для не-
которых подклассов задач линейного программирования и транспор-
тной задачи. Существуют разработки для отдельных видов частич-
но целочисленных задач. Для нелинейных задач оптимизации ана-
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логичных методов, тем более доведенных до уровня практической 
применимости, значительно меньше. 

Задачи оптимального управления СТС, как отмечалось выше, 
обычно являются нелинейными. В связи с этим исследования в об-
ласти разработки методов декомпозиции, обеспечивающих эффек-
тивное их решение, весьма актуальны и имеют большое практичес-
кое значение. 

Таким образом, систематизированы и обоснованы требова-
ния, которым должна удовлетворять задача управления СТС, для 
того, чтобы к ее решению можно было применить декомпозицион-
ный подход. Показано, при каких обстоятельствах задача управле-
ния СТС будет обладать свойством сепарабельности, т. е. доступ-
на для декомпозиции. Наряду с этим разработана формальная 
процедура, в которой содержится обобщенный алгоритм декомпо-
зиции таких задач. 
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