
Вестник ПГУ №2, 2010100

carried out, communication and mutual transformation of waves of various 
polarisation and the various physical nature is revealed.
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Введение. Проблема аналитического исследования отражения связанных 
упругих и электромагнитных волн на границе анизотропных пьезомагнитных 
сред представляет как теоретический, так и практический интерес. Об уровне 
современных исследований в этой области можно судить по обзорным 
работам [1-7]. В работе [8] решена задача отражения электромагнитных 
волн на границе анизотропных сред без пьезоэффекта. В статьях [9-
12] рассматриваются связанные упругие и электромагнитные волны в 
магнитоупорядоченных средах. Однако в этих работах изучаются частные 
случаи анизотропии, причем, анизотропные среды высокой симметрии 
(кубической, гексагональной).

В данной работе на основе метода матрицанта [13,14] получено 
аналитическое решение задачи отражения на границе однородного 
изотропного диэлектрика и однородной анизотропной пьезомагнитной 
среды для случая когда связаны два типа волны (упругая поперечная и 
электромагнитная ТЕ или ТМ волна).

Аналитическое представление матрицанта однородных сред. В случае 
матриц четвертого порядка аналитический вид матрицанта однородной среды 
имеет вид [14]:
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1p  и 2p  – корни характеристического уравнения ;  
– матрица коэффициентов четвертого порядка.

22 ,kk  можно представить в виде:
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Выражения для 1Δ  и 2Δ  определяются элементами матрицы .
Из формулы (1) следуют матрицанты волн распространяющихся вдоль 

положительного направления оси z:

           (5)
и волн распространяющихся вдоль отрицательного направления оси z:

         (6)
Выражения (5) и (6) можно переписать:

            (7)
где

           (8)

             (9)

               (10)
где

                (11)

             (12)

Постановка и решение задачи отражения. Пусть границей раздела 
двух однородных анизотропных полупространств является плоскость z=0. 
Среды будем считать, жестко связаными. Матрицант первой среды обозначим 
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через , а матрицант второй среды через . Матричная постановка и решение 
данной задачи сводится к следующему.

Падающие, отраженные и преломленные волны задаются в виде:

      (13)

где вектора ïàäwr , îòðw
r
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 – содержат смещения точек среды zu

, xu , yu  компоненты тензора напряжений  и компоненты 

электромагнитного поля yE , xH , yH , xE ;  для матриц 4-го 

порядка определяются формулой (7). aw
r

, rw
r

, tw
r

 – вектора определяющие 
амплитуды падающих, отраженных и преломленных волн соответственно.

Для решения задачи отражения волн необходимо записать граничные 
условия. Так как в векторы столбцы входят смещения, нормальные к 
границе компоненты напряжения и касательные к границе составляющие 
напряженностей электрического и магнитного полей, то первое условие 
запишется следующим естественным образом:

             (14)

Помимо этого условия ставится условие:

tra www rrr
=+  (15)

Решая совместно (14) и (15) для векторов rw
r

 и tw
r

 получим:

        (16)

         (17)

Введем обозначение

        (18)

Тогда (16) и (17) можно переписать

                (19)

                 (20)

Таким образом, из (13), (19)-(20) поле отраженных и преломленных волн 
запишутся в виде:

               
 (21)
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 (22)

Выражения (21) и (22) являются решениями поставленной задачи.
Матрицы коэффициентов 4-го порядка для всех классов пьезомагнитных 

сред имеют три различные структуры:
 

           (23)

         (24)

        (25)

Здесь, вместо u  и σ может стоять либо xu , σxz, либо yu , σyz. Индекс «2» 
означает вторую среду. А матрицу коэффициентов 4-го порядка однородной 
изотропной среды получим как следствие матрицы (23). Обозначим элементы 

матрицы коэффициентов изотропной среды через ija :

             (26)

Для матрицы изотропной среды (26)

              (27)
Далее используя формулы (7)-(9) вычислим матрицанты  однородной 

изотропной среды
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      (28)
Отсюда

          (29)

Рассмотрим задачу отражения для случая матрицы (23). Вычисления, по 
формулам (2)-(3), позволяют записать квадраты z-вых компонент волновых 
векторов в виде (4), где

       

 (30)

Вычисления по формуле (8) позволяет для  записать

        (31)
здесь
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 из (9) имеет структуру аналогичную (31). Элементы  имеют такой 
же вид, только везде  нужно заменить на , и наоборот  на . Знание 

 и  позволяют по формуле (7) записать матрицант однородной среды.
Теперь по формуле (12) вычислим . Знание  из формулы (10) 

позволяет записать . Вычисления показывают, что структура матрицы 
 аналогична структуре матрицы коэффициентов. Выпишем элементы 

матрицы 

Вычисления по формуле (18) дают для матрицы Ĝ

            (32)
здесь
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Если на границу раздела изотропной и анизотропной пьезомагнитной 

сред падает упругая поперечная и электромагнитная волны, вектор aw
r

 
будет иметь вид

( )ta aaaaw 4321 ,,,=
r

            (33)

здесь 4321 ,,, aaaa  – некоторые постоянные числа.
Падающую волну на основании (13) и (28), с учетом (33), можно записать 

в виде

      (34)

Из формулы (19), с учетом (32) и (33), получим вектор rw
r

             (35)

Тогда на основании (13) отраженные волны можно записать

      (36)

Из формулы (20) получим вектор tw
r
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          (37)

Тогда преломленные волны

     (38)

имеют такой же вид только нужно поменять  на .
Рассмотрим матрицу коэффициентов (24) (для матрицы (25) формулы 

будут такими же только везде нужно поменять « » на « »). 2
2k  и 2

2k  

такие же как в (4), а 1Δ  и 2Δ  имеют вид

       

 (39)

Матрица  имеет структуру (31), а элементы матрицы в этом случае 
имеют вид
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Элементы  имеют такой же вид, только везде k2 нужно заменить на 
k2, и наоборот k2 на k2.

Теперь выпишем элементы матрицы  в случае матрицы (24)

Матрица 

            (40)

Падающая волна имеет вид.
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        (41)

Вектор rw
r

              (42)
Отраженные волны можно записать

       (43)

Вектор tw
r

           (44)
Тогда преломленные волны

       (45)
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 имеют такой же вид только нужно поменять    на .
Заключение. Таким образом, в данной статье на основе метода матрицанта 

получено аналитическое решение задачи отражения на границе изотропного 
диэлектрика и однородной анизотропной пьезомагнитной среды для всех 
классов магнитной симметрии пьезомагнитных кристаллов. Формулы (34), 
(36), (38) и (41), (43), (45) являются решениями поставленной задачи. В работе 
[15] нами был проведен численный расчет энергетических коэффициентов 
отражения преломления для частного случая.
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Түйіндеме
Жұмыста 4 дәрежелі коэффициенттер матрицасы жағдайында 

біртекті орталар матрицантының анық түрі келтірілген. Матрицант 
әдісінің негізінде екі толқын байланған жағдайы (көлденен серпімді 
және электромагниттік ТЕ немесе ТМ толқын) үшін байланысқан 
толқындардың біртекті анизотропты пьезомагниттік ортадан 
шағылу есебінің  аналитикалық шешімі алынды.

Resume
In work the obvious kind matrizer homogeneous environments in case of 

matrixes of factors of 4th order is resulted. On the basis of a method matrizer 
the analytical decision of a problem of reflexion from homogeneous anisotropic 
piezomagnetic for a case is received environments when two types of a wave 
(cross-section elastic and electromagnetic TE or ТМ a wave) are connected.


