
����������, ��	��� 
ISSN 1561-4212. «������� ��	�
» � 1, 2010.                          


����, ���
������� 

 

175

� ���� ��� � �, �� 	� � �,

� � � �, � � �
�� ��� � �

 
 
��� 681.3.06 
 
�.�. ������	
�  
�����,  �. ����-����������� 

 
���
������ �
������� ��-������������� �� ����������� �-��
�����  

�
� ��!���� ����" �� �#���$ ������ 
 
����������� !��"�#���� #��$��"���$ ���"� %������ !��������� &�'��(�) ��*���� 

(� �����* !���"�#�+* �/"���$*. 2�� �($4��� � ��(��%����(�(����� &�'��(�) �4����-
��"���) �!!����9�+, (�4��������: � 9#�/��(�� ��!�"�4�(���$ ���!�:����( #"$ �/��-
/����, !���#�;� � *������$ !���9!�:<�* #���+*. =�� >��� �/?�� *�����+* � !���#�-
(���+* #���+* (����� (�"��. ��4������ !��/"��� >''����(���� �����$ #���+*. 

� 4�(�������� �� ��!� ��'����&�� ���/9:��$ ��4"�;�+� �"������+ �����$. � ��-
���$<�� (���$ ��4��/����+ >''����(�+� ����#+ ��*�(�&�� #���+*. 2�� �"������+ ��-
#��9:� #���+� /�4 !����� ��'����&��. 
�� ����(��+ �� 4����� ;���� !�(���$:<�*�$ 
!��"�#�(���"������) ��������� ��#��� (��#���(���� !� �"������9 
�''���� �"� A��-
!�"$-	�(�). 2�� ����#+, *���%� !�������+� !�� ������ ������( � ����*����+* �4�-
/������), ��>''����(�+ !�� ������ (�<���(���+* #���+* (9!���(�� (�<���(���+* 
��/"�&, ������ >��!��������"��+* #���+*), � ����� !�� ������ !�"9����(+* � &(���+* 
�4�/������). 


#��� �4 >''����(�+* (+;��"���"��+* ����#�( �����$ (�<���(���+* #���+*, $(-
"$:<�*�$ '9��&����"��+�� 4�(�������$�� �� #(9* !�������+*, ����� /+�� �"������ 
CD-!��/"�����$. 2��� �"������ !�4(�"$�� ������� #���+� � ��"���+� 9��(��� ��;��-
���. =�� >��� !��&��� (�������("���$ #���+*, ( ��"�;�� �� �����* �"�������(, (+!�"-
�$���$ #������;�� /+����. 

1. ���/*�#��+� �(�#���$ �4 ������ CD-�!!�������&�). 
�"������ CD-�!!�������&�� ����(�� �� !��/"������ '9��&�� #(9* !�������+* 

�9����� !���4(�#���) �#������+* '9��&�). 2��� �!���/ !��/"�����$, ��;�"� �������9 
!�"����� ( ��/���* E��#�� ( 1907 ��#9, ( �����$<�� (���$ ��*�#�� !��������� !�� �/��-
/���� #(9����+* �����"�(, ( 4�#�;�* �!!�������&��, ������ #���+* � �(�#���� #(9���-
�+* �/����+* 4�#�; � ��/�"�%��9 ;��"9 �#������+*. ����+) !�#*�# ����� /+�� !����-
��� #"$ 9!���(�� ��/"�& � #���+*, !�� ��%���� �������"��+* 9��(����) � #�. 

E��#� ( ��/��� [1] !���4�", ;�� ":/9: �(�#����;��-��������9��9: '9��&�: #(9* 
!�������+* f(x,y) ����� !��/"�4��� ( ���#��� �(�#����;��� � ��"����) ���!���: ��;-
����� � !���<�: ����;���� ;��"� ;"���(, ���#+) �4 �����+* !��#���("$�� !���4(�#�-
��� '9��&�� �� � �� '9��&�: �� 9, !�� >��� �����9� ����+ !����%����� ������ ��4-
"�����$ #���������$ �� '9�#������"��+* '9��&�$* E��#��, ����(����(9:<�* ����9-
"$��+� 4��;���$� �������"����� �!������� � $#��� f(x,y). 


!����4�&�$ >��* !��/"�����) ( ���#��� �(�#����;��� ���������(�"��� #"$ '9��&�) ��-
!���+(���� �"� #���������� ���9����� ��4"�;�+�� �(������: �. E��#�, 1907 [1], �.�. E9��-
H9��, 1957 [2], �.�. =��!�"�(, 1978 [3]. ���/�"�� �/<�$ !������(�� � (+;��"���"��+) 
�"������ ��%���$ #��+ �.�. ����"���� ( 1990 ��#9 [4, 5]. 

=9��� X(KX) � Y(Ky) - ��"�/����(+ '9��&����"��+� !���������(� �� �/"���$* 
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Rnxx �� � Rnyy �� . L���4 K �/�4��;�� #������(� !���4(�#���� yx ��� , � ;���4 Z(K) - 
��"�/����(� !���������(� '9��&�), $("$:<�*�$ ���4���+� !���4(�#����� 

)()( yx YX ��� . ���/9���$ ��)�� ���"9;%�� !��/"������ )(),( �� Zyxf  '9��&��) (�-
#� 

�
�

	
�
s

k

kk yx
1

)()( )()( ,                                                            (1) 

�#� )()( xk�  � )()( yk	  !����#"����  ����;������+� !�#!���������(�� )( xnX �  � 
)( ymY �  !���������( )( xX �  � )( yY � , ����(����(����.  

����$ 4�#�;� ��#9&��9���$ � ��������) ��"���)��) �"��/���;����) �������, #"$ ��-
%���$ ������) #������;�� ����������� �/�/<���9: �!�����"��9: 4�#�;9 #"$ �"�#9:-
<�* �����&: 

�



�
�
�

�

�




�
�
�

�
���




�
�
�

�

�




�
�
�

�
v
u

B
A

v
u

F
F

0
0

0*
0

,                                            (2) 

�#� F – nxm – �����&� �4 >"������( 
� � � � � �� �

zjiij yxyxff ��� ,, ,                                            (3) 

� �����&+ � � � – �9�� �����&+ ����� /�4���+* >"������( � �xi�   � � �xi�  !�#!��-
�������( �� � Ym. 

=�� >��� #"$ �%�/�� !��/"�����$ �!��(�#"�(� ��(����(� 
� � ��� s

k kz
s

mn fE 1
22

, .                                                      (4) 
������(���� (+;��"$�� ��/��(���+� 4��;���$ ( !��$#�� 9/+(���$.  

������, ;�� '9��&�$ � � � �ymxn YXf ����  ����� /+�� (�������("��� � !���<�:        

CD-!��/"�����$ ��;��, ��"�;���(� ;"���( !��/"�����$ !�� >��� �� ����� !��(+%��� 
(�"�;��+ min{n,m}. 

�"$ #������ �"������� ��!�"�49:��$ (+;��"���"��+� �*��+ CD-�!!�������&�� �� 
��������+* /�4���+* '9��&�$* - ��!���+(�+* � #�������+* B-�!"�)��* [7]. 

2. ���"�4�&�$ �"������� �� ��!���+(�+* �!"�)��*. 
=9��� ],[],,[ dcba yx ���� , � ),()(),,()( dcHYbaHX r

y
s

x ����  - ��"�/����(+ 
'9��&����"��+� !���������(� �� ���"$��+�� !���4(�#���$�� 

� � � �
� � � �� �

� � � �
� � � �� � .,

,,

,

,

�

�

��

��

d

c

rr
dcH

b

a

ss
baH

dyvuuvvu

dxvuuvvu

r

s

                                              (5) 

���4����� !���4(�#���� ],[],[),(, dcbaH rs ����  >��* #(9* !���������( /9#�� ����-
(����(�(��� �����-����� '9��&�� �� #(9* !�������+*: 
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222
2

,,                          (6) 

� ����(����(9:<��9 ���"$����9 !���4(�#���:. 	�#�#�� �� ����4��* ],[ ba  � ],[ dc ����� 
dyyycbxxxa mn �###��###� ...,... 2121                                   (7) 

!� !�������+� x � y ����(����(���� � �($��� >�� ����� � ����;������+�� !�#!�������-
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��(��� ��"�/����(+* !���������( ),(),,( dcHSYbaHSX r
mm

s
nn ���� !�"������"�-

�+* �!"�)��( #�'���� 1 !�#*�#$<�) �"�#�����. � ����* !�#!���������(�* �9<���(9�� 
/�4�� �4 "���"��+* '9��&�) (�-�!"�)��() [4]. ��"� '9��&�$ f(x,y) "���� ( !���������(� 
H s,r(�), ���#� �!������$ CD-!��&�#9�� ����� /+�� !�������� #"$ �!!�������&�� f(x,y) 
�9���) !���4(�#���) �#������+* �!"�)��(. �"������ CD-�!!�������&�� (+!�"�$���$ 
( �����"��� >��!�(: 

�) (+/���:��$  ����;������+� ),(),,( dcHSYbaHSX r
mm

s
nn ����  � ����$��$ /�-

4���+� '9��&�� )(),...,(),( 21 xxx n��� #"$ �� � )(),...,(),( 21 yyy m���  #"$ Ym, $("$:<���$ 
�#������+�� �-�!"�)���� �� ���!��$�� � � q. �+/����+� !��$#�� #�''����&���(���$ 
s, r �� #�"��+ !��(+%��� ���!���) /�4���+* �-�!"�)��( � � q; 

/) (+;��"$:��$ �����&+ ����� #"$ /�4���+* �-�!"�)��( [6], >"�����+ �����+* �!��-
#�"$:��$ !� '���9"��: 

� � � � � � � �dcHjiijbaHjiij rs ba
,,

, ,, ������ .                                       (8) 

�����&+ A, � ��������;�+� � (2�+1), (2q+1) – #������"��+�. =�>���9 #������;�� 
*������ (�+1), (q + 1) �����* #������"�); 

() "����;�+� �����&+ � � � !�#(����:��$ ��4"�����: 
�"�&���� [6] ( (�#� 
A = LL*, B = MM*;                                                   (9) 

�) (+;��"$���$ !�$��9��"���$ � * 	 �����&� F ���"$��+* !���4(�#���) ��*�#��) 
'9��&�� � /�4���+* �-�!"�)��( �� �"�#9:<��� >"��������: 

� � � � � �� � rsHjiij yxyxff ,,, ��� ;                                                 (10) 
#) #"$ (�4�������� ������"$ �%�/�� (+;��"$�� ����9 ||ƒ||H

s,r(�); 
�) !��"�#�(���"��� �!��#�"$�� ��/��(���+� 4��;���$ � ��/��(���+� (������ 

(L-1FM* -1)*(L-1FM* -1)
=�2
                                                  (11) 
#� #��������$ �9���) ��;����� ( CD-�!!�������&��; 

�) ��/��(���+� (������ 4�#�;� �!��#�"$:��$ !� '���9"��: 
)(1)( *)(

2
1 kk M $�% � ,   11)( 1 ��

�
� FvAu k ;                                        (12) 

4) �!����"��+� ��>''�&����+ �!��#�"$:��$ !� '���9"��: 
� � � � ,2 k

k
k

u��&
� � � �k

k
k

v��' 2 . 
	���� (+!�"�$�� !��&��� (�������("���$ #���+*, �����+), ( ��"�;�� �� �����* �"-

�������(, (+!�"�$���$ #������;�� /+����. 
3. ���!"��� !������� PRESS_NSPL. 
��4��;���� ���!"���� - ������ ��!���+(�+* �9��;��-!�"������"��+* �!"�)��(+* 

4�(��������) #(9* !�������+* ( !�$��9��"���) �/"����. ��*�#��$ ��'����&�$ !�#���-
�$ ( (�#� ��>''�&�����( ��4"�����$ !� �-�!"�)��� ":/�) ���!���, (��/<� ��(��$, ��4-
"�;��) !� !�������+� � � �. 	�#�(�$ 9��(��� ��;����� (>0 ( ":/�) #�!9�����) ��"�-
/����(�) �����-�����, ����� !�"9;��� �!����"��+) CD-���"�� �!"�)��, ��#����<�), 
��� !��(�"�, 4��;���"��� ����%�� ;��"� ��>''�&�����(, ;�� ( ��*�#��) ��'����&��. 
��<���(����$ !��&�#9��-'9��&�$, ��!�"�49:<�$ (��(� !�"9;���+) CD-���"�� �!"�)-
��, !�4(�"$�� (+;��"$�� ��� 4��;���� ( ":/�) ��;�� �/"����, � !�"��� !��#���("���� - 
!���4(�#��� /�"�� �"���+� �!���&��: #�''����&���(����, ���������(���� � �.#. 

 
=����� 1. ��#�"��+) ���;��. 
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� �#���;��� �(�#���� � � � �1,01,0 ���  � ��(�������) !� � � � �����) 32 * 32 �'�����9-
�� /��9/�;����) �!"�)� 

),()(),(
35

1

35

1
yBxBbyx ji

i j
ij� ��)

� �
 

��>''�&����+, �������� 4�#�#�� !� '���9"� 

))
31

1(10)
31

1(10(sin 223 �
�

�
�

jibij . 

	�#�(�$�� ��;�����: ( = 0,01, �!��#�"�� �!����"��9: ( ����� 2,2H (� ) CD - �!-
!�������&�:. �"$ #��������$ ����) ��;����� !����/�(�"��� ��"��� 4 ��/��(���+* 4��-
;���$ �4 35. ��� ���+�, (����� 1225 ��*�#�+* ��>''�&�����( !����/�(�"��� ��"��� 
280, � ��>''�&���� �����$ ��(�� 4,38. �� ���9��� 1 �4�/������ �!!��������9���$ !�-
(��*�����, ������$ (�49�"��� �� ��"�;���  �� !�"9;����) CD - �!!�������&��. 

 

 
 

���9��� 1 - H��9/�;����) �!"�)� � ��>''�&������� ))
31

1(10)
31

1(10(sin 223 �
�

�
�

jib ij
 

 
=����� 2. 2''��� ��"���(���$. 
�� >��� !������ �+ !���"":�����9�� ��"���(�:<�) >''��� !�� !���������     

CD-�!!�������&�). ^ ��;�� 4����$ ������ ����) >''��� !�� !��������� ��"���)���� 
CD-�"������� (�(�� ���;�(�#�� � �������;���� �� �49;��. ��� �� �����, ( >��!������-
��* �� ����� �����. �� ���. 2 !��(�#��� !�(��*����� �� ��(�������) ����� 32 * 32, !�"9-
;����$ !9��� '������(���$ /��9/�;������ �!"�)�� �� �"�#9:<��� ��>''�&�������: 

31
ji

ij eb
�

� . 
^ !���<�: #��;��� �"9;�)�+* ;���" ( 94"�* ����� /+"� (������ �%�/�� !��$#��      

20 % �� �4������) (���. 3). �� ���. 4 !��(�#��� !�(��*����� CD-�!!�������&�� � �#��� 
;"����. ���(��� �"9;�)�+* �%�/�� 9����%�"�$ #� 2 %. 
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���9��� 2 - ��*�#��$ !�(��*����� 

 

 
���9��� 3 - 	�%9�"����$ !�(��*����� 

 

 
���9��� 4 - =�(��*�����, �/��/������$ � !���<�: CD-�!!�������&�� 
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������
���� ������
(���� ������� ������#��� �
����  
�
� ����� ��"��
���
(��� ��!�� ����) 

 
=�� >��!"9���&�� !���� (+;��"���"���) ��*���� ;���� /"���( ���:� ������;���+) 
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