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ФУНКЦИЯ ГРИНА ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ 

ПОЛИГАРМОНИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 

       Изучение специального класса дифференциальных уравнений порядка 

выше второго, весьма важно с точки зрения приложений. Многие задачи 

математической физики, например теория упругих пластин и оболочек, 

приводят к уравнениям рассматриваемого класса. 

        В теории краевых задач линейных дифференциальных уравнений с 

частными производными достаточно хорошо изучены  методы 

приближенного решения таких задач, поскольку в большинстве случаев 

невозможно выписать явные формулы  решений. Представление решения 

краевых задач дифференциальных уравнений в явной форме представляет 

несомненный научный интерес.  

            Работа посвящена построению в явной форме  функции Грина 

задачи Дирихле в полупространстве для полигармонических уравнений в 

пространстве произвольной размерности.   

 Постановка задачи. Построить функцию Грина  yxG nm ,, задачи Дирихле 

в полупространстве  0:)...,,,( 21  n
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где    - оператор Лапласа,  x - дельта-функция Дирака. 

Существование, единственность и симметричность  функции Грина 

 yxG nm ,,  задачи Дирихле (1)-(2) доказаны в работе [1]. Метод 

конструкции функции Грина задачи Дирихле основан на разложении в ряд 

фундаментального решения полигармонического уравнения. 

Основным результатом работы является 



Теорема 1. A) В случае нечетного n  и в случае четного n при nm 2  

функция Грина задачи Дирихле (1)-(2) представима в виде: 
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( 1,...,1  mj ),  nyyyy  ,...,, 21  - точка симметричная к  nyyyy ,...,, 21  

относительно плоскости 0nx . 

          B)  В случае четного n  при nm 2 функция Грина задачи Дирихле 
(1)-(2) представима в виде 
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Лемма 1.  
A) В случае нечетного n  и в случае четного n при nm 2  функции 
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являются решениями однородного полигармонического уравнения:                    
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 B)  В случае четного n  при  nm 2  функции                     
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 являются решениями однородного полигармонического уравнения:     
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Доказательство пункта A) леммы 1 проведем методом математической 

индукции по m . 

При 1m  выполняется равенство: 0),(
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Пусть при 1m  выполняется равенство: 2,...,1,0,0),(,1
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Тогда верна следующая цепочка равенств: 
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Пункт A) доказан. 

Доказательство пункта В) леммы 1 проводится методом математической 

индукции по m аналогично доказательству пункта А). 

Лемма 1 доказана. 

Доказательство теоремы 1. Как известно [4], в пространстве нечетной 

размерности и в пространстве четной  размерности при nm 2  

фундаментальное решение уравнения (1) задается формулой: 
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В пространстве четной  размерности при nm 2  фундаментальное решение 

уравнения (1) задается формулой:                    
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Введем обозначение: 

      22222222
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Справедливо тождество  
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 Так как  1
2
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A

C , то  в пространстве нечетной   размерности при  nm 2  

фундаментальное решение уравнения (1) разлагаем в бесконечный ряд: 
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Так как  1
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A

C при yx  , то в  пространстве нечетной   размерности при  

nm 2  и в пространстве четной размерности при nm 2  фундаментальное 

решение уравнения (1) разлагаем в бесконечный ряд (9). 
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На основании равенства (10) для функции Грина выполняются краевые 

условия:                        1...,,1,0,0,
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Таким образом, в случае нечетного n  и в случае четного n при nm 2  

функция Грина задачи Дирихле (1)-(2)  представляется в виде: 
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Пункт А) теоремы доказан. 

Доказательство пункта В) теоремы. 

Так как  1
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A

C , то в пространстве четной размерности при nm 2  

фундаментальное решение уравнения (1) разлагаем в бесконечный ряд: 
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Поскольку  функции   
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На основании равенства (12) для функции Грина выполняются краевые 

условия:       1...,,1,0,0,
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 Таким образом, в случае четного n  при nm 2 функция Грина задачи 

Дирихле (1)-(2) представима в виде: 

    yxyxdyxyxdyxG nm
nm

nm
nmnm lnln, 2

,
2

,,  

j

n

j

n

jnm

nm

m

j

yxyxd
22

,

1

1





  




 
yxnjmnmnm

j

j

ln))1(2)...()1(2)(2(
!

2    

 
 

       












 



 





1

1

2

2

122
...

2

12

2

2

!

111

2

2 j

k

kjj kjnmnmnm

kjkj
.                    (13)       

Теорема доказана полностью. 

Утверждение. Функция Грина Задачи Дирихле (1)-(2)  положительно 

определена при четном   m  и отрицательно определена при нечетном m , 

 ( m - показатель степени оператора Лапласа полигармонического 

уравнения). 

 Доказательство. Согласно теореме 1 функция Грина Задачи Дирихле 

(1)-(2) в случае нечетного nи в случае четного n  при nm 2  представляется 

по формуле: 
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     В правой части представления (14) вынесем общий множитель: 
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В случае четного  n  при nm 2 разложим фундаментальное решение 

полигармонического уравнения в виде: 
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  На основании (16) для функции Грина имеем следующее представление: 

 
yxyxdyxyxdyxG

nm

nm

nm

nmnm lnln),(
2

,

2

,,

    















 










  nm

nn

n
m

n
m

n
m

n
m

nm yxyxyxCd


 




22

2

1

2

1
2

2

, 2
2

1
ln1                                 

 
 

nm
n

m
n

n

n

m

nm

nm

n
m yxyx

C

d




 




   

 







2
1

2

1 2

2

,2

2

2
1  = 

  n
m
n

m
n

vm

n
m

m

yxyx

n
m

n
n

mm



































 


 










2

0

)(2

212

2
)2(

2

21
2

)(

1   .                     (17)  

Таким образом, в явном виде построена функция Грина задачи 

Дирихле в полупространстве для полигармонических уравнений в 

пространстве произвольной размерности, установлена 

знакоопределенность построенной функции  Грина задачи Дирихле в 



полупространстве для полигармонических уравнений в пространстве 

произвольной размерности.   
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