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В это статье исследуются пространственные нестационарные течения 

вязкой несжимаемой жидкости в цилиндрических областях с осевой 

кривизной. Течение крови по сосудам в организме человека, течение воды 

в водопроводах, движение воздуха в вентиляционных системах, нефти в 

нефтепроводах, иных жидкостей во многих технических устройствах – вот 

неполный перечень задач, где имеется поворотное колено.  

В настоящее время основным методом изучения подобных явлений 

служит моделирование турбулентных течений в неортогональной 

криволинейной системе координат с помощью усредненных по времени 

уравнений Рейнольдса. Для замыкания уравнений Рейнольдса 

используются дополнительные уравнения рейнольдсовых напряжений, 

основанных на эмпирических данных. Во многих случаях определение 

таких констант затруднительно, поскольку они не могут быть 

универсальными, а связаны с применением различных дополнительных 

полуэмпирических гипотез, которые в случае требования высокой 

точности решения подлежат проверке. Поэтому возможности 

использования полуэмпирической теории как инструмента исследования 

проблем турбулентности ограничены. В рамках этой статьи такая 

проблема устраняется прямым решением нестационарного уравнения 

Навье–Стокса методом моделирования крупных вихрей. На начальном 

этапе решения применены осредненные по ансамблю уравнения Навье–

Стокса в неортогональных криволинейных системах координат, 



согласованные с границей области течения. При численной реализации 

указанного процесса используется разнесенная сетка.  

Численное моделирование осуществлятся на основе решения 

нестационарных уравнений Навье–Стокса совместно с уравнением 

неразрывности. При этом для построения математической модели 

используется уравнение Навье–Стокса в неортогональной криволинейной 

системе координат   ,,r : 
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где  VVVr ,,  – компоненты скоростии; P  – давление; t  – время; ji ,  – 

подсеточные напряжения Рейнольдса;  

 



соответствуют  ,,уютсоответств, rji . 

В системе уравнений (1) присутствуют подсеточные напряжения 

Рейнольдса. Для их моделирования используется вязкостная модель, 

согласно которой выполняется соотношение 
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где турбулентная вязкость представляется в виде  
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  – символ Кронекера; SC  

– коэффициент, принят равным 0,10 [7]. 
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xr   – характерная длина фильтра, которая имеет порядок 

шага сетки, где 
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r
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1,1,1   – шаг по вычисляемой 

сетке в направлении соответствующей оси  zyxr ,, , zr NNN ,,  – 

количество узлов. 

Для решения задачи использованы следующие начальные и 

граничные условия: 
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На рис. 1 показана схема расчетной области. 



 

 

Рис. 1. Схема расчетной области 

 

Для приведения уравнений к безразмерному виду выберем 

некоторые значения:    ,2,
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Используя эти данные величины, введем следующие обозначения: 
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Применив выражение (4), системц уравнений (1) приведем к следующему 

виду:  
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Определив компоненты скорости и давления из системы уравнений (5), 

получим результаты для анализа тензора турбулентных характеристик. 

Однако турбулентные члены ''
jiuu  рассчитать можно лишь приближенно 

– на основании каких-либо гипотез, правильность которых подтверждается 

только сопоставлением некоторых результатов расчета с опытными 

данными. В качестве примера приведем выражения для вычислении 

тензора турбулентных членов в декартовой системе координат: 
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где ;3,2,1i





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ij ,0

,1
  – символ Кронекера; n  – номер ячейки вдоль оси 

rx ; m  – вдоль оси y ; q  – вдоль оси z ; WUVUUU  321 ,,  – 

компоненты скоростей. 

Для решения задачи с учетом предложенных моделей турбулентного 

движения несжимаемой жидкости в искривленной трубе используем схему 

расщепления по физическим параметрам. Предлагается следующая 

физическая интерпретация приведенной схемы расщепления. На первом 

этапе предполагается, что перенос количества движения осуществляется 

только за счет конвекции и диффузии. Промежуточное поле скорости 

находится методом дробных шагов при использовании метода прогонки: 
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На втором этапе по найденному промежуточному полю скорости 

устанавливается поле давления. Уравнение Пуассона для поля давления 

решается методом Фурье с применением метода матричной прогонки для 

определения коэффициентов Фурье. На третьем этапе предполагается, что 

перенос осуществляется только за счет градиента давления [1–3]. 

Численная модель позволяет описывать турбулентное движение 

нестационарных потоков в неортогональной криволинейной системе 

координат   ,,r . Расчеты были проведены для различных скоростей и 

различных значений числа Рейнольдса. Для расчетов использовались сетки 

размером .6012060;204020   Шаг по времени t  принимался равными 

0,01; 0,001; 0,0001 соответственно. 



Определены следующие характеристики: турбулентная кинетическая 

энергия, корреляция, турбулентные масштабы средних и пульсационных 

характеристик течения при Re = 1000; 10 000,  

 

 

 .001.0;01.0.,10000;1000Re  t  Установлено, что увеличение 

числа Re приводит к появлению вихря. Полученные результаты 

моделирования адекватно согласуются с экспериментальными данными, 

указанными в работах [4–6]. 

На рис. 2 (слева) при разных значениях   показаны результаты анализа 

ранее полученных расчетных данных, приведенных в [5], а справа – 

результат численного моделирования указанным выше методом. Как видно 

из рис. 2, имеет место хорошее согласование данных, однако решаемая в 

настоящей статье задача является трехмерной в отличие от таковой в [5]. 

 

Рис. 2. Результаты численного моделирования  

 



На рис. 3 показано изменение скорости в направлении r, полученное в [5, 

6], а на рис. 4 – аналогичное изменение для трехмерной задачи, решение 

которой было приведено. Здесь также наблюдается хорошее согласование 

результатов. 

 

 

Рис. 3. Экспериментальные данные 

 

Рис. 4. Результат моделирования трехмерной задачи 

 

Сравнение экспериментальных данных [5,6] и численных 

результатов решенной нами трехмерной задачи позволяет заключить, что 

построенная модель адекватно описывает физический процесс. Получены 



некоторые закономерности течения в искривленных цилиндрах конечной 

длины, а также установлено влияние центробежной силы на турбулентные 

когереннтные структуры. 
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